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CLASA A XII-a — Solutii si barem orientativ

Problema 1. Fie f : [0,00) — [0,00) o functie descrescatoare, astfel

xT
incat / f(t)dt < 1, oricare ar fi z > 0. Sa se arate ca:
0

€T
(a) lim f(t)dt exista si este finita,;

Tr—00 0

(b) lim zf(x) = 0.

r—00

Solutie. (a) Concluzia rezulta din faptul ca functia F' : [0,00) — R,

F(x) = t)dt, este crescatoare si marginita.
g

......... 03 puncte
(b) Daca x > 0, atunci F(z) — F(z/2) = ’ f)dt > (x/2)f(x) > 0.

Cum lim (F(z) — F(z/2)) = 0, rezulta ca lim ;}2(:10) =

..... rﬂoorﬂw4 puncte

Problema 2. Fie A un inel comutativ cu n elemente, n > 2. Sa se arate
ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(a) x? = x, oricare ar fi z € A;

(b) numarul functiilor polinomiale f:A— Aeste n2.

Solutie. Mai intai aratam ca numarul functiilor polinomiale ale inelului
A este cel putin n?.

Fie f,g € A[X], f =aX +bsi g=cX+d. Daca f i g au aceeasi functjie
polinomiala, atunci f(0) = g(0) si f(1) = g(1), de unde b = d si a = ¢, deci
f=g. Intrucat exista n? polinoame de grad cel mult 1, rezulta ca exista cel
putin n? functii polinomiale.



Ardtam ci (a) implica (b). Fie f = ap X* + ap 1 X* 1+ + a1 X + ao,

k> 1. Cum f(z) = (ap + ag_1 + -+ + a1)x + a9 = ax + ay, oricare ar fi

x € A, rezulta ca f = g, unde g = aX + ag. Prin urmare, numarul functiilor
polinomiale este exact n?.

Pentru a demonstra implicatia inversa, consideram polinoamele f = X2
sig=aX +0b, unde f = §. Rezulti cii 22 = ax + b, oricare ar fi z € A.
Pentru = = 0, obtinem b = 0; apoi, pentru x = 1, obtinem a = 1. Deci
2% = z, oricare ar fi z € A.

Problema 3. Fie f: [0,1] — R o functie continua astfel incat

/Ol(x 1) f(2)dz = 0.

Sa se arate ca:

xT

(a) functia H : [0,1] — R, H(z) = l/m tf(t)de —/ f(t)dt, daca x €
T Jo

0
(0,1], si H(0) = 0, indeplinegte conditiile teoremei lui Rolle pe inter-
valul [0, 1];

(b) exista un punct a € (0, 1) astfel incat / zf(x)dz = af(a).
0

Solutie. (a) Fie functiile derivabile F,G : [0,1] — R, F(x) = / f(t)de
0

si G(x) = / tf(t)dt. Rezults H(z) = G(x)/x — F(x), 0 < 2 < 1. Intrucét
0
lin% H(z) = G'(0) — F(0) = 0, rezulta ca H este continua in 0. Concluzia

rezulta din faptul ca H(0) = H(1) = 0 si H este derivabila pe (0, 1].

(b) Din teorema lui Rolle rezulta ca exista un punct b € (0, 1), astfel incat
H'(b) = 0. Intrucat

H'(z) = —flr)=——5%, O0<z<1,

obtinem G(b) = 0.
Aplicand teorema lui Rolle functiei K : [0,b] — R, K(z) = e *G(x),
i

rezulta ca existd un punct a € (0,b), astfel incat K'(a) = 0, 1.

G'(a).



Problema 4. Fie K un corp finit cu ¢ elemente si n > ¢, n € N. Sa se
determine probabilitatea ca alegand un polinom din multimea polinoamelor
de grad n din K[X], acesta sa nu aiba nicio radacina in K.

Solutie. Fie f un polinom de grad n si g restul impartirii lui la polinomul
X?7—X. Cum radacinile lui X?— X sunt toate elementele lui K, polinoamele
din K[X] de grad n, care au aceeasi functie polinomiala cu f, sunt cele de
forma (X9 — X)c + g, unde gradul lui ¢ este n — ¢, deci numarul lor este

q""q—1).

Intrucat numérul polinoamelor de grad n din K[X] este ¢"(q—1), rezult
ca numarul functiilor polinomiale atasate polinoamelor de grad n este

q"(¢g—1)

— =,
q" (g —1)

adica exact numarul functiilor de la K in K.

uuuuu

(g —1)¢g" 7= (q—1)71¢" 9. Deci probabilitatea ceruta este

(q— )*g (1 ) 1)

q"(g—1) q




